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Аннотация
В центре внимания статьи – современные приемы количественного 

анализа финансовых инструментов на основе портфельной теории Мар-
ковица, позволяющей конструировать оптимальные портфели финансо-
вых инструментов в предположении о крайней рациональности инвесто-
ров и теории игр, позволяющей учесть фактор взаимодействия игроков – 
участников финансовых рынков. Актуальность темы исследования обу-
словлена потребностью в повышении качества принимаемых финансовых 
решений в условиях повышенной волатильности финансовых рынков. 
Построено исходное множество финансовых инструментов, состоящее 
из пятидесяти элементов – альтернативных вариантов размещения денеж-
ных средств. Предварительный анализ исходного множества финансовых 
инструментов позволил сузить его до десяти элементов, наиболее предпо-
чтительных для размещения денежных средств. Классическая модель порт-
феля Марковица, предполагающая максимизацию ожидаемой доходности 
портфеля при заданном уровне риска, дополнена вспомогательными огра-
ничениями, позволяющими учесть индивидуальные предпочтения инве-
сторов. Представленные шесть модификаций портфелей Марковица спо-
собствуют выявлению динамики количественных характеристик портфе-
лей в зависимости от индивидуальных предпочтений инвесторов. В каче-
стве количественных характеристик портфелей приняты ожидаемая доход-
ность и ожидаемый риск, оцененные по реальным финансовым данным. 
Построенная игровая модель имеет вид игры с природой, позволяющей 
учесть сложный характер взаимодействия игроков, в большинстве случаев 
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не характеризующийся антагонизмом. Игровая модель построена для вы-
бора оптимальной чистой стратегии инвестора, в рамках которой учиты-
ваются различные состояния финансового рынка, выражаемые рыночным 
индексом (рыночным портфелем). Исследование игровой модели реали-
зовано на основе интегрированного критерия Ходжа – Лемана относитель-
но доходности и риска. Его использование позволило учесть индивиду-
альный уровень доверия инвестора к имеющейся финансовой информа-
ции. В процессе практической реализации указанных приемов получены 
результаты, позволяющие сделать вывод о степени чувствительности оп-
тимальных стратегий инвестирования к индивидуальным предпочтениям 
и представлениям инвесторов. Построенные модели могут быть использо-
ваны для обновления содержания профессиональной подготовки студен-
тов в системе высшего экономического образования, а также для постанов-
ки курсов дополнительного профессионального образования.

Ключевые слова: портфельная теория, теория игр, критерий Ходжа –
Лемана, портфель Марковица, индивидуальные предпочтения инвестора, 
количественный анализ, финансовые решения, оптимальная стратегия.

Quantitative Analysis of  Financial Instruments 
Based on Portfolio Theory and Game Theory

Dmitry Vlasov,
Cand. Sc. (Pedagogical Sciences), Associate Professor,
Associate Professor, Department of  Mathematical Methods in Economics
Plekhanov Russian University of  Economics,
38 Stremyanny Street, Moscow, 117997, Russian Federation;
Associate Professor of  the Department of  Mathematics
Financial University under the Government of  the Russian Federation,
49 Leningradsky Avenue, Moscow, 125167, Russian Federation;
Associate Professor, 
Department of  Mathematical Modeling and Information Technologies
Patrice Lumumba Peoples’ Friendship University of  Russia,
6 Miklouho-Maclay Street, Moscow, 117198, Russian Federation
ORCID: 0000-0001-9763-9078
DAV495@gmail.com

Abstract
The article focuses on modern methods of  quantitative analysis of  fi nan-

cial instruments based on the Markowitz portfolio theory, which allows design-
ing optimal portfolios of  fi nancial instruments under the assumption of  ex-
treme rationality of  investors and game theory, which allows taking into account 
the factor of  player interaction between those participating in fi nancial markets. 
The relevance of  the research topic concerns the need to improve the quality of  
fi nancial decisions made in conditions of  increased volatility of  fi nancial mar-
kets. An initial set of  fi nancial instruments was built, consisting of  fi fty alterna-
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tive options for placing funds. A preliminary analysis of  the initial set of  fi nancial 
instruments allowed us to narrow it down to ten elements that are most prefer-
able for placing funds. The classic Markowitz portfolio model, which assumes 
maximizing the expected return on a portfolio at a given level of  risk, is comple-
mented by auxiliary constraints that allow taking into account individual inves-
tor preferences. The presented six modifi cations of  Markowitz portfolios help to 
identify the dynamics of  the quantitative characteristics of  portfolios depending 
on the individual preferences of  investors. Expected profi tability and expected 
risk, estimated from real fi nancial data, are accepted as quantitative characteristics 
of  portfolios. The game model is constructed in the form of  a game with nature, 
which allows taking into account the complex nature of  player interaction, which 
in most cases is not characterized by antagonism. The game model is designed 
to select the optimal net strategy of  the investor, which takes into account vari-
ous fi nancial market conditions expressed by a market index (market portfolio). 
The study of  the game model is implemented on the basis of  the integrated 
Hodge-Lehman criterion regarding profi tability and risk. Its use made it possible 
to take into account the individual level of  investor confi dence in the available 
fi nancial information. In the process of  practical implementation of  these tech-
niques, results were obtained that allow us to conclude about the degree of  sensi-
tivity of  optimal investment strategies to individual preferences and perceptions 
of  investors. The constructed models can be used to update the content of  pro-
fessional training of  students in the higher economic school system, as well as to 
set up courses of  additional professional education.

Keywords: portfolio theory, game theory, Hodge-Lehman criterion, Mar-
kowitz portfolio, individual investor preferences, quantitative analysis, fi nancial 
solutions, optimal strategy.
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Введение

В современных условиях повышенной волатильности финансовых 
рынков, неопределенности и актуализации рисков, угрожающих финан-
совой стабильности, актуальной проблемой является повышение качества 
принимаемых финансовых решений. Решение указанной проблемы лежит 
в плоскости осознанного и целесообразного применения количественных 
методов, разрабатываемых в рамках теории игр и теории принятия реше-
ний [9, 15], теории риска и теории полезности [13, 16], а также финансо-
вой математики и портфельной теории [8, 17]. Для того чтобы понять, как 
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использовать математические методы портфельной теории и научиться 
использовать их осознанно, следует уточнить цели, которыми руковод-
ствуются инвесторы в процессе своей профессиональной деятельности. 
Под целями инвестирования принято понимать конечный результат, кото-
рый требуется получить от вложения денежных средств. 

Эффективность инвестирования определяется действиями, приема-
ми и методами, применяя которые планируется получение конечного ре-
зультата. Детально продуманный и научно обоснованный план способ-
ствует обретению финансовой стабильности и повышает эффективность 
использования имеющихся денежных средств. Необходимость формали-
зации целей инвестирования приводит к выделению двух основных кри-
териев, используемых для сравнения как финансовых инструментов, так 
и портфелей, из них составленных первым и позитивным критерием вы-
ступает доходность, вторым и негативным критерием выступает риск. 
Указанные классические критерии в процессе анализа финансовых инстру-
ментов могут быть дополнены другими критериями, например критерием 
ликвидности [6]. Различные аспекты применения математических инстру-
ментов в практике принятия финансовых решений неоднократно были 
в центре внимания исследователей. Так, в публикациях [7, 11] представле-
ны наиболее актуальные вопросы конструирования и управления портфе-
лем финансовых инструментов на основе количественных методов. В ста-
тьях [2, 12] акцентируется внимание на особенностях работы с цифровыми 
активами, доля которых на рынке финансовых инструментов возрастает. 
Потенциал линейного программирования и теории игр в анализе финан-
совых ситуаций раскрыт в публикации [18]. Новые направления развития 
портфельной теории и ее приложений описаны в статьях [19–21].

Практика анализа финансовых ситуаций свидетельствует о том, что 
положения классической портфельной теории, разработанной Марко-
вицем, часто не соответствуют реальной финансовой действительности. 
Так, например, не все игроки на финансовых рынках характеризуются 
крайне рациональным поведением [1]. Современные условия требуют адап-
тации классической портфельной теории и рассмотрения альтернативных 
приемов анализа финансовых инструментов. Ранее в работах автора насто-
ящей статьи была предложена методика комплексного использования коли-
чественных методов в финансовой сфере [4], рассмотрены основные игро-
вые модели и методы их анализа [3]. В настоящей статье будут рассмотре-
ны варианты модификаций портфеля, полученного на основе теории Мар-
ковица путем учета индивидуальных предпочтений инвестора. Кроме того, 
будет представлена игровая модель, позволяющая анализировать стратегии 
инвестирования с учетом динамики финансового рынка в целом и уровня 
доверия инвестора к имеющейся финансовой информации.
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Математические основы анализа финансовых инструментов

Раскроем математические основы анализа финансовых инструментов, 
востребованные в рамках портфельной теории. Задача нахождения опти-
мального портфеля (портфеля Марковица) с математической точки зре-
ния представляет собой задачу нелинейного программирования (с линей-
ной целевой функцией (1) и нелинейной системой ограничений (2) отно-
сительно тех же переменных):
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где ix  – ценовая доля финансового инструмента ;iA  ρij – коэффи-
циент корреляции доходностей финансовых инструментов iA  и ;jA  
σi  – среднее квадратичное отклонение доходности финансового ин-
струмента ;iA  σ0  – уровень риска, предпочтительный для инвестора; 
μi  – ожидаемая доходность финансового инструмента ;iA  n  – количество 
финансовых инструментов, используемых для конструирования портфеля 
Марковица.

Решением задачи (1), (2) является оптимальный портфель финансо-
вых инструментов, ценовые доли которого удовлетворяют системе огра-
ничений (2) и доставляют максимум целевой функции (1). Для нахождения 
оптимальных портфелей могут быть использованы различные методы, 
в частности метод обобщенного приведенного градиента [5].

Альтернативным приемом количественного анализа финансовых ин-
струментов может выступать критерий Ходжа – Лемана [10]. Использова-
ние указанного критерия позволяет сгладить слабые стороны критерия 
Вальда и критерия Байеса, традиционно используемых для анализа игро-
вых моделей. Привлечение критерия Ходжа – Лемана для анализа рассма-
триваемой финансовой ситуации позволяет учесть индивидуальные пред-
ставления инвесторов. С этой целью до определения оптимального фи-
нансового инструмента для размещения денежных средств требуется вве-
дение параметра λ, определяющего степень достоверности информации о рас-
пределении вероятностей состояний природы ( )= 0 0 0 0

1 2, , , .np p p p  Воз-
можные значения этого параметра определены следующим условием: 
≤ α ≤0 1.  Увеличение значения параметра α соответствует росту степени 

достоверности информации, по мнению инвестора.
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Если степень достоверности информации, имеющейся в распоряже-
нии инвестора, по его мнению, велика, в оценке эффективности альтер-
нативных стратегий доминирует оценка, определяемая на основе критерия 
Байеса, в противном случае доминирует оценка эффективности, вычисляе-
мая на основе критерия Вальда. Использование параметра доверия α в дан-
ном критерии позволяет анализировать ситуацию принятия финансовых 
решений более тонко с позиции доверия ЛПР к имеющейся информации, однако 
требует привлечения дополнительной информации. Кроме того, уровень 
доверия инвестора к имеющейся информации часто является субъектив-
ным фактором, который влияет на оптимальность принимаемых финан-
совых решений.

Показатель эффективности альтернатив – инвестиционных стратегий – 
определен формулой

 = α + − α = 0,
( ) ( ) (1 ) ( ), 1, , .A A p

HL i B i W i i m  (3)

С учетом оценок показателей эффективности по критерию Байеса и 
критерию Вальда получаем, что

 
≤ ≤=
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11
( ) (1 ) min , 1, , .

n

A ij j ij
j nj

HL i a p a i m  (4)

Вне зависимости от используемых значений параметра доверия α име-
ет место двойное неравенство

 ≤ ≤ = ( ) ( ) ( ), 1, , .A AW i HL i B i i m  (5)

Оптимальной по критерию Ходжа – Лемана относительно матрицы 
выигрышей является стратегия, максимизирующая значение показателя 
эффективности:

 
≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤=
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Однако применение критерия Ходжа – Лемана возможно не всегда. К ус-
ловиям его применения относится наличие у инвестора информации о ве-
роятностях состояний природы. Заметим, что, как правило, эта информа-
ция неокончательна или в основе этой информации незначительное число 
наблюдений. Для обоснованного применения критерия Ходжа – Лемана не-
обходимо наличие бесконечного процесса выбора оптимальной инвести-
ционной стратегии, а малое количество реализации процесса выбора опти-
мальной инвестиционной стратегии приводит к некоторому риску, вызван-
ному отклонением ожидаемых значений доходности от реальных. 

Ранее рассмотрен критерий Ходжа – Лемана относительно матрицы вы-
игрышей. Критерий Ходжа – Лемана относительно матрицы рисков осно-
ван на одновременном применении критерия Байеса и критерия Сэвиджа. 
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Показателем неэффективности стратегий игрока по критерию Ходжа – Ле-
мана относительной матрицы рисков выступает величина, определяемая 
следующим образом:

 = α + − α = 0,
( ) ( ) (1 ) ( ), 1, , .R R p

HL i B i S i i m  (7)

Соотношения, традиционно используемые для расчета показателей 
неэффективности стратегий по критерию Байеса (относительно матрицы 
рисков) и критерию Сэвиджа, приводят к формуле

 
≤ ≤=

⎧ ⎫⎪ ⎪= = α + − α⎨ ⎬
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∑ 0

11
min ( ) min (1 )max .

n

R R ij j ij
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На уровне количественного анализа финансовых инструментов в на-
стоящей статье будет показано, что критерии оптимальности стратегий 
Ходжа – Лемана относительно матрицы выигрышей и матрицы рисков не 
приводят к одной и той же оптимальной инвестиционной стратегии. Дру-
гими словами, эти критерии неэквивалентны.

Реализация анализа финансовых инструментов 
на основе портфельной теории Марковица

Первым этапом реализации анализа финансовых инструментов на ос-
нове портфельной теории Марковица является оценка ожидаемых доход-
ностей и рисков финансовых инструментов, отобранных для конструиро-
вания портфеля. Результаты оценки ожидаемых доходностей и рисков за 
250 торговых дней представим в табл. 1.

Таблица 1
Table 1

Риск и доходность финансовых инструментов* 

Risk and profi tability of  fi nancial instruments

Ai AAPL AMZN GOOGL META TSLA

σi 0,0136 0,0213 0,0195 0,0257 0,0359

μi 0,0014 0,0022 0,0015 0,0044 0,0023

… … … … … …

Ai NVDA NFLX ORCL MSFT DIS

σi 0,0315 0,0246 0,0189 0,0161 0,0173

μi 0,0045 0,0019 0,0012 0,0017 0,0001

* Источник: результаты вычислений автора на основе данных финансовой платфор-
мы investing.com
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В процессе исследования было проанализировано 50 финансовых ин-
струментов, среди которых, например, AAPL – акции Apple Inc, DIS – ак-
ции Walt Disney Company. 

Визуализация множества финансовых инструментов

Visualization of  a variety of  fi nancial instruments

Отметим, что коэффициент корреляции предварительно оцененных 
доходностей и рисков составляет 0,5906, что в целом соответствует клас-
сической тенденции роста доходности при росте риска. Для построения 
портфелей из множества финансовых инструментов было выбрано десять 
альтернатив на основе метода линейной свертки двух критериев – позитив-
ного критерия (доходность) и негативного критерия (риск). В процессе построения 
портфелей финансовых инструментов была использована предваритель-
но определенная ковариационная матрица, в рассматриваемом случае име-
ющая размерность 10 × 10. Заметим, что, как правило, увеличение количе-
ства финансовых инструментов в портфеле позволяет усилить его дивер-
сификацию, однако, по имеющимся данным, сужение исходного множе-
ства финансовых инструментов до десяти привело к снижению выражен-
ности корреляционной связи доходностей. В процессе анализа использо-
ваны приемы, представленные в публикации [14].

Модификация 1. Классический портфель Марковица. Классический 
портфель Марковица построим при условии максимизации доходности 
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портфеля, определяемой формулой (1) при условии допустимого уровня 
риска портфеля σ =0 0,05.  Найденный портфель 

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

1
0 0 0 0

0 0 0 0

1

0
X

обеспечивает доходность μ ≈*1 0,0009  при риске σ ≈*1 0,0099.
Модификация 2. Максимизация доходности портфеля при условии ра-

венства ценовых долей входящих в него финансовых инструментов. 
В таком случае портфель имеет вид 

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
0,1 0,1 0,1 0,1 0,1

0,1
,

0,1 0,1 0,1 0,1
X

его доходность μ ≈*
2 0,0003  при риске σ ≈*

2 0,0065.
Модификация 3. Портфель максимальной доходности при условии, что 

ценовая доля каждого финансового инструмента составляет не менее 0,05. 
В описанных условиях оптимальный портфель имеет вид

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

3
0,05 0,05 0,55 0,

,
05 0,05

0,05 0,05 0,05 0,05 0,05
X

а его доходность μ ≈*3 0,0006  при риске σ ≈*3 0,0067.
Модификация 4. Портфель максимальной доходности при условии, что 

ценовая доля каждого финансового инструмента составляет не менее 0,01. 
Оптимальный портфель имеет вид

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

4
0,01 0,01 0,91 0,01 0,01

.
0,01 0,01 0,01 0,01 0,01

X

Доходность найденного портфеля μ ≈*
4 0,0008  при риске σ ≈*

4 0,0068.
Модификация 5. Максимизация доходности портфеля при условии, что 

ценовая доля каждого финансового инструмента, кроме третьего, состав-
ляет не менее 0,01, а ценовая доля третьего финансового инструмента – 
не более 0,5.

Искомый портфель имеет вид
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

5
0,01 0,01 0,5 0,01 0,01

.
0,01 0,01 0,42 0,01 0,01

X

Ему соответствует доходность μ ≈*5 0,0008  при риске σ ≈*5 0,0071.
Модификация 6. Максимизация доходности портфеля при условии, что 

ценовая доля каждого финансового инструмента не менее 0,01, а суммар-
ная ценовая доля третьего и восьмого финансовых инструментов состав-
ляет не более 0,5.
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Оптимальный портфель в соответствии с описанными условиями име-
ет вид

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

6
0,43 0,01 0,49 0,

.
01 0,01

0,01 0,01 0,01 0,01 0,01
X

Размещение в нем денежных средств характеризуется доходностью 
μ ≈*
6 0,0007  при риске σ ≈*

6 0,0077.
Динамика количественных характеристик портфелей в зависимости от 

модификаций, обусловленных индивидуальными предпочтениями инве-
стора, представлена в табл. 2.

Таблица 2

Table 2

Динамика количественных характеристик портфелей в зависимости 
от модификаций

Dynamics of  quantitative characteristics of  portfolios depending 
on modifi cations

Модификация Суточная доходность портфеля Суточный риск портфеля

1 0,0009 0,0099

2 0,0003 0,0065

3 0,0006 0,0067

4 0,0008 0,0068

5 0,0008 0,0071

6 0,0007 0,0077

Источник: расчеты автора.

Реализация анализа  финансовых инструментов 
на основе теории игр

Рассмотрим задачу анализа финансовых инструментов в виде игровой 
модели, в рамках которой формализуется взаимодействие двух игроков: 
инвестора (активный игрок, осознанно принимающий решения о разме-
щении денежных средств в финансовых инструментах) и природы (обоб-
щенного игрока, выраженного рыночным индексом или рыночным порт-
фелем). Для сведения задачи выбора оптимального финансового инстру-
мента к задаче принятия решений в условиях частичной неопределенно-
сти требуется не только выделить возможные состояния рынка в целом, но 
и определить вероятности их реализации. Для простоты анализа рассмо-
трим три состояния природы, позволяющие, с одной стороны, не приве-
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сти к существенному усложнению игровой модели и, с другой стороны, 
продемонстрировать реальную зависимость исходов игрового взаимодей-
ствия от них. Отметим, что число состояний рынка в целом может быть за-
дано исследователем исходя из его личных предпочтений, однако должно 
быть не менее двух. Кроме того, в процессе построения игровой модели 
желательно не только количественно определить состояния, но и дать им 
содержательную интерпретацию.

Итак, первое состояние природы ( ]= −∞ −1Ï ; 0,005  характеризуется от-
носительно значительным падением рынка в целом; второе состояние 

( ]= −2Ï 0,005; 0,005  характеризуется относительно незначительным паде-
нием или незначительным ростом рынка в целом; третье из рассматривае-
мых состояний ( )= + ∞3Ï 0,005;  характеризуется относительно значитель-
ным ростом рынка в целом. Выбор именно трех состояний обусловлен 
желанием упростить анализ игровой модели, одновременно продемон-
стрировав возможности теоретико-игрового моделирования. Количе-
ственная оценка границ интервалов учитывает начальные данные. 

Определим далее вероятности реализации состояний природы 1 2Ï , Ï  и 3Ï .  
С этой целью воспользуемся классическим определением вероятности, 
подсчитав общее количество исходов, в рамках которых наступает слу-
чайное событие «Природа реализует состояние Ï ».j  Число таких исхо-
дов равно 250, так как для построения модели рассматриваются 250 торго-
вых дней. В соответствии с данными, представленными в табл. 3, искомые 
вероятности реализации состояний природы равны = =1 20,24; 0,468p p  
и =3 0,292.p  Обратим внимание, что случайные события 1 2Ï , Ï  и 3Ï  
(табл. 3) образуют полную группу событий – совокупность единственно 
возможных событий, которые попарно несовместны – в процессе игры на-
ступает одно и только одно из них. Множество стратегий инвестора бу-
дет по-прежнему ограничено десятью финансовыми инструментами, ра-
нее используемыми в процессе конструирования различных модифика-
ций портфелей.

Итак, в процессе исследования уточнено множество игроков, состоящее 
из первого игрока – инвестора, осознанно принимающего решения о вы-
боре одного (чистая стратегия) или нескольких (смешанная стратегия, воз-
можность случайного выбора стратегий в условиях многократного инве-
стирования) инструментов для инвестирования, а также множества страте-
гий каждого игрока (множество альтернативных финансовых инструмен-
тов и множество состояний рынка). Для окончательного построения игро-
вой модели требуется определить платежную функцию, связывающую 
множества стратегий игроков с исходами игры (доходностью, получаемой 
инвестором). 
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Таблица 3

Table 3

Состояния природы и их вероятности

States of  nature and their probabilities

Состояния П1 П2 П3

Содержательный смысл (–∞; –0,005] (–0,005; 0,005] (0,005; +∞)

Количество наблюдений 60 117 73

Вероятности реализации 
состояний 0,2400 0,4680 0,2920

Источник: расчёты автора на основе данных финансовой платформы investing.com

Размерность игры, соответствующей рассматриваемой финансовой 
ситуации, равна 10 × 3, так как инвестор имеет десять чистых стратегий, 
а варианты действий природы ограничены тремя возможными состояниями. 
Таким образом, для задания игры следует определить 30 элементов, содер-
жательный смысл которых заключается в полезности (выигрыше) игрока 
в случае, когда он сознательно выберет определенную стратегию, а при-
рода реализует свое некоторое состояние. Например, если инвестор выбе-
рет свою первую стратегию, а природа реализует свое первое состояние, 
накопленная доходность, получаемая инвестором, будет представлять со-
бой сумму доходностей первого инструмента, наблюдаемых исключитель-
но при условии реализации природой своего первого состояния. Оценка 
накопленных доходностей по всем возможным исходам игры приводит к 
матрице игры (9):

 
−

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜

− −

− −
− −

−
−
−
−

−

=

⎝

0,0678 0,0039 0,0957

0,0119 0,0290 0,0154

0,0937 0,0110 0,1226

0,0002 0,0347 0,0271

0,0390 0,0593 0,0737

0,1472 0,0390 0,0315

0,0528 0,0584 0,1559

0,1891 0,0700 0,0744

0,0087 0,0288 0,0050

0,1555 0,0494 0,0062

A

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎠

.  (9)
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Матрица рисков, однозначно порождаемая матрицей игры (9), в таком 
случае имеет вид

 

⎛ ⎞
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜=
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝ ⎠

0,1214 0,0456 0,0603

0,2010 0,0784 0,1406

0,0955 0,0384 0,0333

0,1893 0,0147 0,1831

0,2282 0,1087 0,0822

0,0419 0,0885 0,1875

0,1363 0,1078 0,0000

0,0000 0,1194 0,0815

0,1805 0,0782 0,1510

0,3447 0,0000 0,1497

R

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

.  (10)

Исследование игровой модели анализа финансовых инструмен-
тов. Для определения оптимального варианта размещения денежных 
средств обратимся к построенной игровой модели, заданной матрицей вы-
игрышей (9). Результат расчета показателей эффективности чистых стра-
тегий 1 2 10, , ,A A A  по формуле (4) представлен в табл. 4. Обратим вни-
мание, что изменения уровня доверия инвестора к имеющейся информа-
ции существенно влияет на оптимальность стратегий. Оптимальной в со-
ответствии с соотношением (6) признаётся та стратегия, которая обладает 
наибольшим показателем эффективности. Первый столбец табл. 4 (α = 0) 
содержит показатели эффективности, рассчитанные по критерию Вальда 
при условии полного недоверия инвестора к имеющейся информации. 
Последний столбец табл. 4 (α = 1) содержит показатели эффективности, 
рассчитанные по критерию Байеса относительно матрицы выигрышей при 
условии полного доверия инвестора к имеющейся информации.

Таблица 4

Table 4

Показатели эффективности инвестиционных стратегий

Indicators of  the effectiveness of  investment strategies

Стра-
тегии

Уровень доверия к информации

0 0,1 0,2 0,3 0,4 … 0,9 1

А1 –0,0678 –0,0330 0,0017 0,0364 0,0711 … 0,2448 0,2795

А2 –0,0290 –0,0277 –0,0263 –0,0250 –0,0236 … –0,0169 –0,0156

А3 –0,0937 –0,0866 –0,0795 –0,0724 –0,0654 … –0,0300 –0,0229
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Окончание табл. 4

End of  the Tab. 4

Стра-
тегии

Уровень доверия к информации

0 0,1 0,2 0,3 0,4 … 0,9 1

А4 –0,0271 –0,0231 –0,0190 –0,0150 –0,0110 … 0,0093 0,0133

А5 –0,0593 –0,0560 –0,0528 –0,0495 –0,0463 … –0,0300 –0,0267

А6 –0,0390 –0,0343 –0,0296 –0,0249 –0,0202 … 0,0033 0,0080

А7 –0,0584 –0,0512 –0,0440 –0,0369 –0,0297 … 0,0062 0,0133

А8 –0,1891 –0,1152 –0,0413 0,0326 0,1065 … 0,4761 0,5501

А9 –0,0288 –0,0272 –0,0256 –0,0240 –0,0223 … –0,0143 –0,0126

А10 –0,1555 –0,1355 –0,1154 –0,0953 –0,0752 … 0,0252 0,0452

Источник: расчеты автора.

Анализ матрицы рисков (10) на основе критерия Ходжа – Лемана, зада-
ваемого формулой (7), позволяет каждой стратегии инвестора поставить 
в соответствие ее показатель неэффективности. Согласно (8), оптималь-
ной стратегией по критерию Ходжа – Лемана относительной матрицы 
рисков признаётся стратегия, обладающая наименьшим показателем не-
эффективности. Первый столбец табл. 5 (α = 0) содержит показатели не-
эффективности, рассчитанные по критерию Севиджа при условии полно-
го недоверия инвестора к имеющейся информации. Последний столбец 
табл. 4 (α = 1) содержит показатели неэффективности, рассчитанные по 
критерию Байеса относительно матрицы рисков при условии полного до-
верия инвестора к имеющейся информации.

Таблица 5

Table 5

Показатели неэффективности инвестиционных стратегий

Indicators of  the effectiveness of  investment strategies

Стра-
тегии

Уровень доверия к информации

0 0,1 0,2 0,3 0,4 … 0,9 1

А1 0,4787 0,4661 0,4535 0,4409 0,4283 0,4157 0,4031 0,3905

А2 0,8990 0,8738 0,8487 0,8236 0,7985 0,7734 0,7482 0,7231

А3 0,8711 0,8495 0,8279 0,8063 0,7847 0,7631 0,7415 0,7199
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Окончание табл. 5

End of  the Tab. 5

Стра-
тегии

Уровень доверия к информации

0 0,1 0,2 0,3 0,4 … 0,9 1

А4 0,8352 0,8136 0,7920 0,7703 0,7487 0,7270 0,7054 0,6837

А5 0,9293 0,9022 0,8752 0,8481 0,8211 0,7940 0,7670 0,7400

А6 0,9090 0,8805 0,8520 0,8235 0,7951 0,7666 0,7381 0,7096

А7 0,9283 0,8974 0,8664 0,8355 0,8045 0,7736 0,7426 0,7117

А8 0,3364 0,3109 0,2855 0,2601 0,2346 0,2092 0,1838 0,1584

А9 0,8988 0,8734 0,8480 0,8226 0,7972 0,7718 0,7464 0,7210

А10 0,7205 0,7072 0,6938 0,6804 0,6671 0,6537 0,6403 0,6270

Источник: расчеты автора.

Комментарии и выводы

Одним из направлений развития приемов принятия финансовых ре-
шений на основе применения математических инструментов (портфель-
ная теория Марковица, игровое моделирование) является учет индивидуаль-
ных предпочтений инвестора. В рамках статьи получили развитие следующие 
варианты учета индивидуальных предпочтений инвестора: при констру-
ировании портфелей Марковица и при обосновании выбора оптималь-
ной инвестиционной стратегии на основе построенной игровой модели 
в двух вариантах представления (в виде матрицы игры, содержащей ожи-
даемые доходности инвестора, и в виде матрицы рисков, содержащей воз-
можные риски с учетом всевозможных вариантов развития игрового взаи-
модействия).

Анализ количественных характеристик шести построенных портфе-
лей Марковица, представленных в табл. 2, позволяет констатировать, что 
учет индивидуальных предпочтений инвестора, выраженных в форме 
ограничений на ценовые доли рассматриваемых финансовых инструмен-
тов, изменяет структуру оптимального портфеля. При этом наблюдается 
снижение ожидаемых значений доходности портфеля при одновремен-
ном снижении его риска. Заметим, что все построенные портфели можно 
рекомендовать для размещения денежных средств, однако вопрос об окон-
чательном выборе портфеля лежит в плоскости уточнения индивидуаль-
ных предпочтений инвестора и применения методов теории принятия ре-
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шений, в частности введения отношений строгого и нестрогого домини-
рования на множестве сконструированных портфелей.

Для построения игровой модели и представления ее в двух формах ре-
шены следующие задачи:

– построено множество чистых стратегий инвестора, выступающего игроком;
– построено множество возможных состояний рыночного индекса (рыночного 

портфеля);
– определены вероятности реализации каждого из выделенных ранее со-

стояний природы;
– сконструирована матрица игры (9), элемент ija  которой представляет 

собой накопленную инвестором доходность при условии, что им выбрана 
инвестиционная стратегия ,iA  а природа реализует состояние Ï j ;

– найдена матрица рисков (10), однозначно порождаемая матрицей игры.
В процессе исследования построенной игровой модели использован 

критерий Ходжа – Лемана (как относительно доходности, так и относитель-
но риска). Его применение позволило учесть индивидуальный уровень 
доверия инвестора к имеющейся финансовой информации. В процессе 
практической реализации указанных приемов получены результаты, по-
зволяющие сделать вывод о степени чувствительности оптимальных страте-
гий инвестирования к индивидуальным предпочтениям инвестора. Так, при полном 
отсутствии доверия к имеющейся информации (α = 0) и при крайне низ-
ком уровне доверия (α = 0,1) оптимальной является стратегия 4.A  Увели-
чение доверия инвестора к информации (низкий уровень, α = 0,2 и α = 
0,3) приводит к тому, что стратегия 1A  становится оптимальной. Дальней-
ший рост уровня доверия инвестора к информации обеспечивает опти-
мальность инвестиционной стратегии 8.A  В частности, в условиях полно-
го доверия инвестора к имеющейся информации 8A  является оптималь-
ной стратегией для размещения денежных средств. Таким образом, опти-
мальные стратегии, определяемые на основе анализа матрицы игры, об-
ладают существенной чувствительностью к изменениям индивидуальных 
представлений инвестора. 

Однако эта особенность не выявлена при анализе матрицы рисков: при 
любом значении показателя уровня доверия инвестора к информации оп-
тимальной является стратегия 8.A  Такой подход может быть использован 
в условиях, когда инвестор заинтересован не столько в максимизации ожи-
даемой доходности, сколько в снижении отклонений реальной получае-
мой доходности от максимально возможной.

В качестве перспектив исследования укажем разработку новых прие-
мов реализации поведенческого подхода к конструированию и управле-
нию портфелями финансовых инструментов, позволяющего учитывать 
степень и результат влияния различных факторов на выбор финансовых 
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стратегий и получаемые финансовые результаты. Определенный интерес 
в контексте исследования представляет также использование теории времен-
ных рядов (на основе статистического материала о значениях доходности 
и риска финансового инструмента) и копул (многомерных функций рас-
пределения, определенных особым образом) в конструировании портфе-
лей, а также развитие фрактального метода анализа финансовых инстру-
ментов и конструирования портфелей, подразумевающего использование 
объектов, обладающих свойством самоподобия.
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